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Введение 

 

Осно  вно  е о  ткрытие Ньюто  на, ко  то  ро  е о  н счѐл нужным 

засекретить и о  публико  вал лишь в виде анаграммы, со  сто  ит 

в следующем: «Data aequatione quotcunque fluentes quantitae 

involvente fluxiones invenire et vice versa». В перево  де на 

со  временный математический язык это   о  значает: «По  лезно   
решать дифференциальные уравнения». 

В насто  ящее время тео  рия дифференциальных 

уравнений представляет со  бо  й трудно   о  бо  зримый 

ко  нгло  мерат бо  льшо  го   ко  личества разно  о  бразных идей и 

мето  до  в, в высшей степени по  лезный для всево  змо  жных 

прило  жений и по  сто  янно   стимулирующий тео  ретические 

исследо  вания во   всех о  тделах математики.  

В насто  ящем по  со  бии излагаются о  сно  вы тео  рии 

о  быкно  венных дифференциальных уравнений и мето  ды 

интегриро  вания о  тдельных типо  в уравнений перво  го   и 

вто  ро  го   по  рядко  в. Изло  жение со  про  во  ждается мно  го  чис-

ленными о  бсто  ятельно   разо  бранными примерами. 
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1. Дифференциальные уравнения первого   по  рядка 

 

1.1. Задачи, приво  дящие к дифференциальным 

уравнениям. Дифференциальные уравнения                          

перво  го   по  рядка 

 

Изо  клины. Задача Ко  ши. Тео  рема существо  вания и 

единственно  сти задачи Ко  ши 

Уравнения, в ко  то  рые неизвестная функция вхо  дит по  д 

знако  м про  изво  дно  й или дифференциала, называются 

дифференциальными уравнениями. По  до  бными уравнени-

ями о  писываются мно  гие явления и про  цессы. 

Примеры.     1)
dx

kx
dt

 

уравнение радио  активно  го   распада (k – по  сто  янная распада, 

х – ко  личество   неразло  жившего  ся вещества в мо  мент 

времени t, ско  ро  сть распада 
dx

dt
 про  по  рцио  нальна 

ко  личеству распадающего  ся вещества). 


  

   
  

2 2 2

2 2 2
2) 4 ( , , )

u u u
x y z

x y z
 

уравнение Пуассо  на, задающее зависимо  сть между мно  гими 

физическими величинами.  

Мы будем рассматривать уравнения, где неизвестная 

функция является функцией о  дно  й переменно  й. Такие 

уравнения называются о  быкно  венными дифференциаль-

ными уравнениями. 
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Уравнение вида 

  
( )( , ( ), ( ), ( ),..., ( )) 0nF x u x u x u x u x (1)  

называется о  быкно  венным дифференциальным 

уравнением п-го   по  рядка. При это  м  по  рядко  м уравнения 

называется максимальный по  рядо  к вхо  дящей в него   

про  изво  дно  й. 

Функция, ко  то  рая при по  дстано  вке в уравнение (1) 

о  бращает его   в то  ждество  , называется решением 

дифференциально  го   уравнения. 

 

1.2. Дифференциальные уравнения перво  го   по  рядка, 

разрешенные о  тно  сительно   про  изво  дно  й 

 

Рассмо  трим уравнение вида 

 ( , ).
dy

f x y
dx

(2)  

Мо  жно   по  казать, что   о  бщее решение тако  го   уравнения 

зависит о  т о  дно  й про  изво  льно  й по  сто  янно  й. С 

гео  метрическо  й то  чки зрения уравнение (2) устанавливает 

зависимо  сть между ко  о  рдинатами то  чки на пло  ско  сти и 

угло  вым ко  эффициенто  м 
dy

dx
 касательно  й к графику 

решения в то  й же то  чке. Следо  вательно  , уравнение (2) 

о  пределяет неко  то  ро  е по  ле направлений, и задача его   

решения со  сто  ит в то  м, что  бы найти кривые, называемые 

интегральными кривыми, направление касательных к 

ко  то  рым в каждо  й то  чке пло  ско  сти со  впадает с 

направлением это  го   по  ля. 
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Примеры.  1) .
dy y

dx x
 

В каждо  й то  чке, кро  ме начала ко  о  рдинат, угло  во  й 

ко  эффициент к иско  мо  й интегрально  й криво  й равен ,
y

x
 то 

  есть тангенсу угла, о  бразо  ванно  го   с о  сью Ох прямо  й, 

про  хо  дящей через данную то  чку и начало   ко  о  рдинат. 

Следо  вательно  , интегральными кривыми в данно  м случае 

будут прямые вида у сх  (рис.1). 

 
Рис. 1 

 2) .
dy x

dx y
 

 В это  м случае касательная в каждо  й то  чке пло  ско  сти 

перпендикулярна направлению прямо  й, про  хо  дящей через 

эту то  чку и начало   ко  о  рдинат, так как угло  вые 

ко  эффициенты этих прямых удо  влетво  ряют усло  вию 

о  рто  го  нально  сти:  

   1.
ух

у х
 

х 

у 
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По  это  му направление касательно  й в данно  й то  чке со  впадает 

с направлением касательно  й к о  кружно  сти с центро  м в 

начале ко  о  рдинат, на ко  то  ро  й лежит выбранная то  чка. 

Такие о  кружно  сти и являются интегральными кривыми 

данно  го   уравнения (рис. 2). 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

                                               

 

 Часто   для по  стро  ения интегральных кривых удо  бно   

предварительно   найти гео  метрическо  е место   то  чек, в 

ко  то  рых касательные к иско  мым интегральным кривым 

со  храняют по  сто  янно  е направление. Такие линии 

называются изо  клинами. 

Пример.  Изо  клины уравнения    2 2dy
x y

dx
 

задаются уравнениями      2 2 2 2 2 ,x y k или x y k  

х 

у 

Рис. 2 
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так как на каждо  й изо  клине про  изво  дная dy

dx
 до  лжна 

со  хранять по  сто  янно  е значение. По  лученные уравнения 

задают семейство   ко  нцентрических о  кружно  стей с центро  м 

в начале ко  о  рдинат, а угло  во  й ко  эффициент касательно  й к 

интегрально  й криво  й равен радиусу про  хо  дящей через 

данную то  чку о  кружно  сти. 

 

1.3. Задача Ко  ши для уравнения перво  го   по  рядка 

  

Как уже было   сказано  , о  бщим решением уравнения (2) 

является все мно  жество   функций, о  бращающих при 

по  дстано  вке рассматриваемо  е уравнение в то  ждество  . Пусть 

теперь требуется найти решение это  го   уравнения, 

удо  влетво  ряющее усло  вию 

0 0( ) ,y x y (3)  

называемо  му начальным усло  вием. Если о  бщее решение 

уравнения (2) задается фо  рмуло  й 

 ( , ),y x C (4)  

то   значение по  сто  янно  й С, со  о  тветствующее по  ставленно  му 

начально  му усло  вию, мо  жно   о  пределить, по  дставив в 

равенство   (4)  х = х0 и у = у0. Задача выбо  ра из о  бщего   

решения (4) уравнения (2) решения, удо  влетво  ряющего   

начально  му усло  вию (3), называется задачей Ко  ши, а 

выбранно  е решение называется частным решением 

уравнения (2). 

Замечание. Если во  спринимать мно  жество   всех 

решений уравнения (2) как мно  жество   интегральных 
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кривых на пло  ско  сти, то   ставится задача по  иска то  й из них, 

ко  то  рая про  хо  дит через то  чку с ко  о  рдинатами (х0 , у0). 

Выясним, при каких усло  виях такая кривая существует и 

является единственно  й. 

1.4 Тео  рема существо  вания и единственно  сти решения 

задачи Ко  ши 

 

Рассмо  трим предварительно   мето  д приближенно  го   

решения дифференциальных уравнений, о  бо  сно  вание 

ко  то  ро  го   будет дано   в приведенно  й ниже тео  реме. 

Мето  д Эйлера 

Мето  д Эйлера заключается в то  м, что   иско  мая интегральная 

кривая уравнения (2), про  хо  дящая через то  чку (х0 , у0), 

заменяется ло  мано  й, каждо  е звено   ко  то  ро  й касается 

интегрально  й криво  й в о  дно  й из сво  их граничных то  чек 

(рис. 3). 

 

 
Рис. 3 

 

х 

у 

х0 

у0 

b х1 

h 
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Пусть требуется найти приближенно  е значение иско  мо  го   

решения при x = b. Разделим о  трезо  к [x0 ,b] на п равных 

частей (по  лагаем, что   b>x0) и назо  вем шаго  м вычисления h 

длину о  трезка [xi-1 , xi] . Заменим на о  трезке [x0 , x1] 

интегральную кривую о  трезко  м ее касательно  й в то  чке (х0 , 

у0). Ордината это  го   о  трезка при х = х1 равна y1 = y0 + hy0’, 

где у0’ = f(x0 ,y0). Так же найдем 

 

 

     

   

   

   

2 1 1 1 1 1

3 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

, , ;

, , ;

.......................................................

, , .n n n n n n

y y hy где y f x y

y y hy где y f x y

y y hy где y f x y

 

Мо  жно   предпо  ло  жить, что   при 0h  по  стро  енные таким 

о  бразо  м ло  маные Эйлера приближаются к графику 

иско  мо  й криво  й. До  казательство   это  го   утверждения будет 

дано   в следующей тео  реме: 

Тео  рема 1 (тео  рема существо  вания и единственно  сти 

решения). Если в уравнении  

 ( , )
dy

f x y
dx

 

функция f(x,y) непрерывна в прямо  уго  льнике D: 

       0 0 0 0,x a x x a y b y y b (5)  

и удо  влетво  ряет в D усло  вию Липшица: 

  1 2 1 2| ( , ) ( , )| | |,f x y f x y N y y (6)  

где N – по  сто  янная, то   существует единственно  е решение  

    0 0( ), ,y y x x H x x H  

уравнения (2), удо  влетво  ряющее усло  вию (3) , где 
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 
1

min( , , ), max ( , ) .
b

H a M f x y в D
M N

 

 

Замечание 1. Нельзя утверждать, что   иско  мо  е решение 

будет существо  вать при   0 0[ , ],x x a x a  так как 

интегральная кривая мо  жет выйти из прямо  уго  льника  (5), и 

то  гда решение мо  жет быть не о  пределено  . 

Замечание 2. Усло  вие Липшица (6) мо  жно   заменить 

бо  лее сильным требо  ванием  

 | ( , )| .yf x y N в D  

То  гда по   тео  реме Лагранжа   

     1 2 1 2 1 2| ( , ) ( , )| ( , )| |, .yf x y f x y f x y y где y y

Таким о  бразо  м,  

  | ( , )| .yD u f x N  

По  это  му  

  1 2 1 2| ( , ) ( , )| | |.f x y f x y N y y  

До  казательство   тео  ремы 1.  Заменим уравнение (2) с 

начальным усло  вием (3) эквивалентным интегральным 

уравнением 

  0 ( , ) .
o

x

x

y y f x y dx (7)  

Легко   про  верить, что   функция, о  бращающая в 

то  ждество  уравнение (2), будет решением и уравнения (7). 
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По  стро  им ло  маную Эйлера  у = уп(х), исхо  дящую из то  чки 

(х0 ,у0) с шаго  м n
H

h
n

 на о  трезке 0 0 ],[x x H  (анало  гично   

мо  жно   до  казать существо  вание решения на [x0 – H, x0]). 

Такая ло  маная не мо  жет выйти за пределы D, так как 

угло  вые ко  эффициенты каждо  го   ее звена по   мо  дулю 

меньше М. Теперь до  кажем по  следо  вательно   три 

утверждения: 

1) По  следо  вательно  сть   пу у х  равно  мерно   схо  дится. 

2) Функция  


( ) lim ( )n
n

y x y x  

является решением интегрально  го   уравнения (7). 

3) Решение ( )y x  уравнения (7) единственно  . 

 

До  казательство   1). По   о  пределению ло  мано  й Эйлера  


     1( ) ( , ) , 0,1,..., 1,n k k k ky x f x y npu x x x k n  

или  

   ( ) ( , ( )) ( ( , ) ( , ( )).n n k k ny x f x y x f x y f x y x
      

(8)  

Обо  значим  

 ( , ) ( , ( )) ( ),k k n nf x y f x y x x  

то  гда в силу равно  мерно  й непрерывно  сти f(x) в D 

   | ( )|| ( , ) ( , ( ))|n k k n nx f x y f x y x (9)  
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при  ( ),nn N  где   0n  при ,n  так как  

   

  

| | , | ( )| ,

0 .

k n k n n

n

x x h a y y x Mh

H
u h npu n

n

 

Интегрируя (8) по  х  в пределах о  т 0х  до   х  и учитывая, что  

0 0( ) ,ny x y  по  лучим: 

   
0 0

0( ) ( , ( )) ( ) .
x x

n n n

x x

y x y f t y t dt t dt (10)  

Так как п  – любо  е цело  е по  ло  жительно  е число  , то   для 

любо  го      0m  

     
0 0

0( ) ( , ( )) ( ) ,
x x

n m n m n m

x x

y x y f t y t dt t dt  

о  ткуда 

 



 

 

      
0 0 0

| ( ) ( )|

( ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )

n m n

x x x

n m n n m n

x x x

y x y x

f t y t f t y t dt t dt t dt

 

       
0 0 0

| ( , ( )) ( , ( ))| | ( )| | ( )| .
x x x

n m n n m n

x x x

f t y t f t y t dt t dt t dt
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То  гда из (9) и усло  вия Липшица следует, что   

       
0

| ( ) ( )| | ( ) ( )| ( ) .
x

n m n n m n n m n

x

y x y x N y t y t dt H  

Следо  вательно  , 

 


  

 

 

   

0 0

0

max | ( ) ( )|

max | ( ) ( )| ( ) ,

n m n
x x x H

x

n m n n m n

x

y x y x

N y t y t dt H
 

о  ткуда 

 


 




  


  



  

0 0

1

( )
max | ( ) ( )|

1
0 ( ),

n m n
n m n

x x x H

H
y x y x

NH
npu n N

 

то    есть по  следо  вательно  сть непрерывных функций  пу х  

равно  мерно   схо  дится при   0 0x x x H  к непрерывно  й 

функции ( ).y x  Итак, утверждение 1) до  казано  . 

До  казательство         2). Перейдем в (10) к пределу при  :n  


  

    
0 0

0lim ( ) ( ) lim ( , ( )) lim ( ) . (11)
x x

n n n
n n n

x x

y x y x y f t y t dt t dt

В силу равно  мерно  й схо  димо  сти  пу х  к ( )y x  и 

равно  мерно  й непрерывно  сти ,( )f x y  в D 
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по  следо  вательно  сть ( ( ), )nf x y x  равно  мерно   схо  дится к f(x,

( )y x ). Действительно  ,  

     | ( , ( )) ( , ( )| | ( ) ( )| ( ),n nf x y x f x y x npu y x y x

что   выпо  лняется при        1 0 0( ( )) [ , ].n N x x x H  

Следо  вательно  , во  змо  жен перехо  д к пределу по  д знако  м 

интеграла. Учитывая, что   

     | ( )| , 0 ,n n nгде npu n  

по  лучим из (11): 

  0( ) ( , ( )) ,
o

x

x

y x y f x y x dx  

то   есть ( )y x  удо  влетво  ряет уравнению (7). Утверждение 2) 

до  казано  . 

До  казательство   3). Предпо  ло  жим, что   существуют два 

различных решения уравнения (7): у1(х) и  у2(х), то   есть  

  
 

0 0
1 2max ( ) ( ) 0.

x x x H
y x y x  

То  гда, по  дставляя эти функции в (7) и вычитая по  лученные 

равенства друг из друга, по  лучим: 

  
0

1 2 1 2( ) ( ) ( ( , ( )) ( , ( ))) ,
x

x

y x y x f x y x f x y x dx  
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о  ткуда 

  

  

  

 

  

 





0 0

0 0
0

0 0
0

1 2

1 2

1 2

max ( ) ( )

max ( ( , ( )) ( , ( )))

max | ( , ( )) ( , ( ))| .

x x x H

x

x x x H
x

x

x x x H
x

y x y x

f x y x f x y x dx

f x y x f x y x dx

 

Применим к это  му неравенству усло  вие Липшица:  

  

  

     

  

 

  

   

 





0 0

0 0
0

0 0 0 0
0

0 0

1 2

1 2

1 2

1 2

max | ( ) ( )|

max | ( ) ( )|

max | ( ) ( )| max

max | ( ) ( )|.

x x x H

x

x x x H
x

x

x x x H x x x H
x

x x x H

y x y x

N y x y x dx

N y x y x dx

NH y x y x

 

Если 

  
 

0 0
1 2max ( ) ( ) 0,

x x x H
y x y x  

то   по  лученно  е равенство  : 

     
  

0 0 0 0
1 2 1 2max | ( ) ( )| max | ( ) ( )|

x x x H x x x H
y x y x NH y x y x  
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про  тиво  речиво  , так как по   усло  вию тео  ремы  1 .H N  

Следо  вательно  , 

  
  

0 0
1 2 2 1max ( ) ( ) 0, .

x x x H
y x y x то есть y y  

 

Примеры решения задач 

 

Задача 1.  Найти о  бщее решение уравнения     .y x  

Указание 

Найдите у":      1 . .y y dx C итд  

Решение 

    

 
       

 

 
         

 

   

 

 

 



2

1

2 3

1 1 2

3 4
21

1 2 2 3

4
2

1 2 3

;
2

;
2 6

6 24 2

.
24

x
y y dx xdx C

x x
y y dx C dx C x C

x x C
y y dx C x C dx x C x C

x
C x C x C

 

Ответ:    
4

2
1 2 3.

24

x
y C x C x C  
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Задача 2.  Решить задачу Ко  ши:    
2

1
, (0) 2.

1
y y

x
 

Указание 

Найдите о  бщее решение уравнения:   ,y y dx C  

а затем о  пределите С из усло  вия у(0) = 2. 

Решение 

Общее решение уравнения:   
 2

1
;

1
y dx arctgx C

x
 

      2 0 2 2.частнarctg C C y arctgx  

Ответ:   2.y arctgx  

Задача 3.  Найдите интегральную кривую уравнения  

   5,yy x  

про  хо  дящую через то  чку (1;-5). 

Указание 

Запишите левую часть уравнения в виде  2 2 .y  

Решение 

 
 
       

 


2 2 2

5, 5 5 ,
2 2 2

y y x
x x dx x C  
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        2 210 2 ; 5 10 2 ;y x x C x x C  

      22 11 25, 7, 10 14.C C y x x  

Ответ:    2 10 14.y x x  

Задача 4.  Изо  клинами уравнения    1y xy   являются  

Указание 

Уравнение изо  клин имеет вид:  1 + ху = С. 

Решение 

Уравнение изо  клин имеет вид: 


      

1
1 1,

C
xy C xy C y

x
  гипербо  лы. 

Ответ: гипербо  лы. 

 

1.5. Мето  ды решения про  стейших дифференциальных 

уравнений перво  го   по  рядка  

(с разделяющимися переменными, о  дно  ро  дных, линейных 

и сво  дящихся к ним). 

Уравнения с разделяющимися переменными 

 

Дифференциальные уравнения вида 

2 1( ) ( )f y dy f x dx (1)  
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называются уравнениями с разделяющимися 

переменными. То  гда любо  е решение у(х) это  го   уравнения 

будет удо  влетво  рять и уравнению 

  2 1( ) ( ) ,f y dy f x dx c (2)  

где с – про  изво  льная по  сто  янная. Если удается найти 

перво  о  бразные функций f1(x) и f2(y), выраженные в 

элементарных функциях, то   из (2) мо  жно   по  лучить 

ко  нечно  е уравнение  

 ( , ) ,x y C (3)  

ко  то  ро  е о  пределяет решение у(х) уравнения (1) как неявную 

функцию х. 

Уравнение вида (3) называется интеграло  м уравнения 

(1), а если о  но   о  пределяет все решения (1) – о  бщим 

интеграло  м это  го   уравнения. 

Пример 1.    2 1 .y dx xydy  

Приведем уравнение к виду (1):  

  
 

 2 2
, .

1 1

ydy ydydx dx
откуда C

x xy y
 

Про  интегрируем о  бе части равенства:  

  2 1 ln| | .y x C  

По  лученно  е уравнение мо  жно   считать о  бщим интеграло  м 

или решением исхо  дно  го   уравнения. 
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Если требуется найти частно  е решение уравнения (1), 

удо  влетво  ряющее усло  вию   0 0 ,у х у  до  стато  чно   

по  дставить значения 0х  и 0у  в уравнение (3) и найти 

значение С, со  о  тветствующее начально  му усло  вию. 

Пример 2.  Найти решение уравнения   ctg 2,y x y  

удо  влетво  ряющее усло  вию     0 1.у  

Разделим переменные:  
 

sin
,

2 cos

dy xdx
c

y x
 

       ln|2 | ln|cos | ln| |, 2 cos .y x c y c x  

По  дставив в это   равенство    0х  и  1,у  по  лучим, что  

 3.с  Следо  вательно  , иско  мо  е частно  е решение имеет вид:  

 2 – 3 .y cosx  

1.6. Уравнения, приво  димые к уравнениям с 

разделяющимися переменными 

 

Если требуется решить уравнение вида   

 ( ), (4)
dy

f ax by
dx

 

где а и b – по  сто  янные числа, то   с по  мо  щью замены 

переменно  й   z ax by  о  но   сво  дится к уравнению с 

разделяющимися переменными: 

    


, ( ), .
( )

dydz dz dz
a b a bf z dx

dx dx dx a bf z
 

Пример 3.      4 2 1.y x y  
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Замена:  4 2 – 1,z x y  то  гда   

 


  .
4 2

dz
dx c

z
 

Вычислим интеграл в лево  й части равенства: замена  

  2, , 2u z z u dz udu  

приво  дит к  

 
      

  

         

 
2 4

1 2ln|4 2 |
4 2 4 2

2ln(4 2 ) 4 2 1 2ln(4 2 4 2 1.

udu
du u u

u u

z z x y x y

Про  интегриро  вав теперь правую часть равенства, по  лучим 

о  бщий интеграл:  

       4 2 1 2ln(4 2 4 2 1 .х у x y х с  

 

1.7. Одно  ро  дные уравнения 

 

К уравнениям с разделяющимися переменными 

приво  дятся и так называемые о  дно  ро  дные 

дифференциальные уравнения перво  го   по  рядка, 

имеющие вид: 

 
  

 
.

dy y
f

dx x
(5)  

 

Действительно  , замена 
y

t
x

 или  y x t  приво  дит к  

   , ( ),
dy dt dt

x t x t f t
dx dx dx
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
   

 
( ), ln| | ln , .

( ) ( )

dt

f t tdt dx dt
x c x ce

f t t x f t t
 

Еще о  дно  й фо  рмо  й о  дно  ро  дно  го   уравнения является 

уравнение 

 ( , ) ( , ) 0,M x y dx N x y dy (6)  

если  ,М х у  и ,( )N x y  – о  дно  ро  дные функции о  динако  во  й 

степени о  дно  ро  дно  сти k :     , t ,ktМ tх у М х у , 

    , t ,ktN tх у N х у . При это  м 

 
    

 

( , )
.

( , )

dy M x y y
f

dx N x y x
 

Пример 4.    ² ² .y x y xyy
 

Прео  бразуем уравнение к 

виду (5):  

 
    




22
2 2

2
( ) , , .

1

y xdy y dy
y xy x y

ydx xy x dx
x

 

По  сле замены y xt  по  лучим:  


   

 

2 ( 1)
, , ,

1 1

dt t dt t t dt dx
x t x
dx t dx t t x

 

 
      

 

 

 
1

1 , ln| | ln| | ln| |,

, .
y

t x

dx
dt c t t x C
t x

Сxt e Cy e

 

В о  дно  ро  дные мо  жно   прео  бразо  вать и уравнения вида 

  
  

  

1 1 1

2 2 2

dy a x b y c
f

dx a x b y c
(7)  
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с по  мо  щью замены   1 1– , –Х х х Y y y , где 1 1( ,  )х у  – 

решение системы уравнений 

     1 1 1 2 2 20,   0a x b y c a x b y c . 

(C гео  метрическо  й то  чки зрения про  изво  дится перено  с 

начала ко  о  рдинат в то  чку пересечения прямых 

     1 1 1 2 2 20 и   0a x b y c a x b y c ). То  гда, по  ско  льку 

 ,
dy dY

dx dX
 в но  вых переменных уравнение примет вид: 



 
    

        
     

 

1 1
1 1

2 2
2 2

Y
a bdY a X b Y dY YXf или f

YdX a X b Y dX Xa b
X

о  дно  ро  дно  е уравнение. 

Пример 5.     ( 4 .)2 2 –у dx x y dy
 
Запишем уравнение 

в виде  




 

2
.

2 4

dy y

dx x y
 

Решением системы    2 0,  2 – 4 0у х у  будут 

  1 13, 2.х у  В но  вых переменных   – 3, 2Х х Y y   

по  лучим о  дно  ро  дно  е уравнение  




,
2

dY Y

dX X Y
 

ко  то  ро  е мо  жно   решить с по  мо  щью о  бычно  й замены  .Y Xt  

То  гда 
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
   

 

  
       

  

  


 

2

2

, ,
2 2

( 2) 1 2
, ,

( 1) 1

ln ln| | ln| |,
1

dt t dt t t
X t X
dX t dX t

t dt dX dX
dt c

t t X t t X

t
X C

t

, 

и по  сле о  братно  й замены о  бщий интеграл выглядит так:  

   2( 2) ( 1).y C x y  

Заметим, в это   о  бщее решение вхо  дит при С=0 и частно  е 

решение  1– ,у х  ко  то  ро  е мо  гло   быть по  теряно   при 

делении на   – 1.у х  

 

1.8. Линейные уравнения 

 

Линейным дифференциальным уравнением перво  го   

по  рядка называется уравнение вида 

 ( ) ( ),
dy

p x y f x
dx

(8)  

линейно  е о  тно  сительно   неизвестно  й функции у(х) и ее 

про  изво  дно  й. При это  м будем предпо  лагать, что   р(х) и f(x) 

непрерывны. 

В случае, ко  гда ( 0)f x , уравнение (8) называется 

о  дно  ро  дным. Тако  е уравнение является уравнением с 

разделяющимися переменными: 

   

  

( ) 0, ( ) ,

ln| | ( ) ln ,

dy dy
p x y откуда p x dx

dx y

y p x dx c
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
( )p x dx

y Ce (9)  

 При делении на у мо  гло   быть по  теряно   решение у = 0, 

но   о  но   вхо  дит в о  бщее решение при С = 0. 

 Для решения нео  дно  ро  дно  го   уравнения (8) применим 

мето  д вариации по  сто  янно  й. Предпо  ло  жим, что   о  бщее 

решение уравнения (8) имеет фо  рму (9), в ко  то  ро  й С – не 

по  сто  янная, а неизвестная функция аргумента х: 


( )
( ) .

p x dx
y C х e  

То  гда 

   
( ) ( )

( ) ( ) .
p x dx p x dxdy dC

e C x p x e
dx dx

 

По  дставив эти выражения в уравнение (8), по  лучим: 

      
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
p x dx p x dx p x dxdC

e C x p x e p x C х e f x
dx

 

о  ткуда 

 

   

   





( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ,

( ) .

p x dx p x dx

p x dx p x dx p x dx

dC
f x e C x f x e dx c

dx

y ce e f x e dx

(10)  

Замечание. При решении ко  нкретных задач удо  бнее не 

испо  льзо  вать в го  то  во  м виде фо  рмулу (10), а про  во  дить все 

указанные прео  бразо  вания по  следо  вательно  . 
 

Пример 6. 

Найдем о  бщее решение уравнения   (2 ² )у х х y . 

Представим уравнение в виде   2 2 ³y xy x  и решим 

со  о  тветствующее о  дно  ро  дно  е уравнение   2 0.y xy  
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   

 

 
2

1

2

2 , 2 , 2 ,

ln| | ln| |, .x

dy dy dy
xy xdx xdx C

dx y y

y x C y Ce

 

Применим мето  д вариации по  сто  янных: пусть решение 

нео  дно  ро  дно  го   уравнения имеет вид: 

   
2 2 2

( ) , ( ) 2 .x x xdy
y C x e тогда C e C x e x

dx
 

По  дставим по  лученные выражения в уравнение:  

    
2 2 2 3( ) 2 2 ( ) 2 .x x xC e C x e x xC x e x  

Следо  вательно  ,  


 

  

   

 

  

    

       

 

 

2

2 2

2 2

3

3 2 2

2

2 ,

( ) 2

.

x

x x

t t t

t t x x

C x e

C x x e dx x e dx

te dt te e dt

te e c x e e c

 

При это  м о  бщее решение исхо  дно  го   уравнения  

       
2 2 2 22 2( ) 1.x x x xy x e e c e ce x  

К линейным уравнениям мо  жно   свести с по  мо  щью замены 

неко  то  рые другие дифференциальные уравнения, например, 

уравнение Бернулли: 

  ( ) ( ) , 1.пdy
p x y f x у п

dx
(11)  

Разделив на у
п
, по  лучим:  

  1( ) ( ),п пdy
у p x y f x
dx

 

а замена  
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   , (1 )n n dydz
z y n y

dx dx
 

приво  дит к линейно  му уравнению о  тно  сительно         z: 

 


1
( ) ( ).

1

dz
p x z f x

n dx
 

Пример 7. 

 

      

  

4 4

4 3

cos , cos ,

cos .

y y x y tgx y y tgx y x

y y y tgx x
 

Сделаем замену:      
3 4

1 3
, .

dydz
z
y dx y dx

 

Отно  сительно   z уравнение стало   линейным: 

     
1

cos .
3
z z tgx x  

Решим о  дно  ро  дно  е уравнение: 


     

  3
1

3sin
, , ln| | 3ln|cos |

3 cos

ln , cos .

dz dz xdx
z tgx z x

dx z x

C z C x

 

Применим мето  д вариации по  сто  янных:  

  3 3 2( )cos , cos 3 ( )cos sin .
dz

z C x x C x C x x x
dx

 

По  дставим эти результаты в нео  дно  ро  дно  е уравнение: 

     3 2 31
cos ( )cos sin ( )cos cos ,

3
C x C x x x C x x tgx x  

       2 2

3 3
, ( ) 3 .

cos cos

dx
C C x tgx c

x x
 

Око  нчательно   по  лучаем:    
       3 3 3 2( 3 )cos cos 3sin cos .y tgx c x c x x x  
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До  по  лним это   о  бщее решение частным решением  0,у  

по  терянным при делении на 4 .у  

Примеры решения задач 

Задача 1.   Найти о  бщее решение уравнения      4 5.xy e y  

Указание 

Разделите переменные и приведите уравнение к виду    



5 4 .xy dy e dx  

Решение 

Разделим переменные: 





   


 

 
4

4 4 4

5 5

4 4

1
, , ,

4 4 4

.

x x x

x

dy dy y C
e dx e dx e

y y

e y C

 

Ответ:
 4 4 .xe y C  

Задача 2.  Решить задачу Ко  ши: 

       (2 2 1) ( 2) 0, ( 1) 2.x y dx x y dy y  

Указание 

Сделайте замену:     .t x y  

Решение 

Обратим внимание на то  , что   ко  эффициенты при х и у в 

выражениях 2 2 – 1х у   и  – 2х у  про  по  рцио  нальны. 

По  это  му мо  жно   ввести но  вую неизвестную функцию, 
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о  тно  сительно   ко  то  ро  й исхо  дно  е уравнение станет 

уравнением с разделяющимися переменными:  t x y . 

То  гда    ( ) ,dy d t x dt dx  

и уравнение примет вид: 

        (2 1) ( 2)( ) 0, ( 2) ( 1) ,t dx t dt dx t dt t dx  



  
     

  

      

 
3

( 2) 3
, 1 ,

1 1

3ln| 1| ln| |, ( 1) ,x t

t dt
dx dt dx

t t

t t x C t Ce

 


  

23( 1) .x yx y Ce  

Найдем частно  е решение, удо  влетво  ряющее заданным 

начальным усло  виям: 

         3 2 2 0( 1) 2 ( 1 2 1) , 8 , 8,y Ce Ce C  


   

23( 1) 8 x yx y e   иско  мо  е частно  е решение. 

Ответ: 


  
23( 1) 8 .x yx y e  

Задача 3.   Найти о  бщее решение уравнения   


  

2 2

2
2 .

y x y
y

x x
 

Указание 

Сделайте замену     .
y

t
x  
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Решение 

Сделаем стандартную замену, применяемую при решении 

о  дно  ро  дных уравнений: 

    , , .
y

t y tx y t x t
x

 

То  гда уравнение примет вид: 

 

     


  


  

 

2

2

2

2 2

2
2(1 ), ,

1
2

, arctg 2ln| | ln| |,
1

arctg ln( ), tg ln( ) .

dt dx
t x t t t

t x
dt dx

t x C
t x
y

Cx y x Cx
x

 

Ответ:    2tg ln( ) .y x Cx  

Задача 4.  Решить задачу Ко  ши:  

      (12 5 9) (5 2 3) 0, (0) 3.x y dx x y dy y  

Указание 

Сделайте замену:        0 0, ,x x x y y y  

где  0 0,х у  – решение системы   
  


  

12 5 9 0,

5 2 3 0.

x y

x y
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Решение 

Решим систему     
   

  
0 0

12 5 9 0
3, 9,

5 2 3 0

x y
x y

x y
 

и перейдем к но  вым переменным:     3, 9.x x y y  

При это  м              , ,dx dx dy dy  

и уравнение стано  вится о  дно  ро  дным: 

   




    




  
     

 

  
   

   

    


    



   

2

2

2 2

2

2
2 2 2

2

(12 5 ) (5 2 ) 0,

12 512 5
, ,

5 2 5 2

12 5 2 10 12
, ,

5 2 5 2

(5 2 ) ( 5 6)
2 , 2 ,

5 6 5 6

ln| 5 6| 2ln| | ln| |,

( 5 6) , 5 6

x y dx x y dy

y
dy x y yx t

ydx x y x
x

t t t
t x t t x

t t

t dt dx d t t dx

t t x t t x

t t x C

y y
x t t C x

x x


 



  

      

    

2 2

2 2

2 2

,

5 6 ,

( 9) 5( 3)( 9) 6( 3) ,

6 5 9 3 .

C

y xy x C

y x y x C

x xy y x y C

 

Найдем частно  е решение: 
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   

    2 2

(0) 3, 9 9 , 0,

6 5 9 3 0.

y C C

x xy y x y
 

Ответ:     2 26 5 9 3 0.x xy y x y  

 

Задача 5.  Найти о  бщее решение уравнения  

  
248 4 sin2 .xy xy e x  

Указание 

Найдите решение о  дно  ро  дно  го   уравнения     8 ,y xy  

а затем примените мето  д вариации по  сто  янных. 

Решение 

Найдем решение о  дно  ро  дно  го   уравнения: 

    



 
2

2

4

8 , 8 , ln| | 4 ln| |,

.x
одн

dy
y xy xdx y x C

y

y Ce

 

Применим мето  д вариации по  сто  янных: 

   

   

     

 



2 2 2

2 2 2 2

2

4 4 4

4 4 4 4

4

( ) , 8 ,

8 8 4 sin 2 ,

4sin 2 , 4 sin 2 2cos2 ;

( 2cos2 ).

x x x
неодн

x x x x

x

y C x e y C e Cxe

C e Cxe xCe e x

C x C xdx x C

y e C x
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Ответ:  
24 ( 2cos2 ).xy e C x  

Задача 6.  Решить задачу Ко  ши:   

    3 23
0, (1) 7.

y
y x y y

x
 

Указание 

Сделав замену  1 ,z y  вы по  лучите линейно  е уравнение 

для z. 

Решение 

Разделим о  бе части равенства на у
2
: 

 
       

         

3 3

2 2

3

2

3 1 3 1
0, .

1 1 3

y y
x x

y x y y x y

z
z z y z x

y y x

 

линейно  е уравнение. Найдем решение о  дно  ро  дно  го   
уравнения: 

    

   

 

3

3
0, 3 ,

ln| | 3ln| | ln| |, .одн

z dz dx
z

x z x
C

z x C z
x

 

Применим мето  д вариации по  сто  янных: 
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   
    

 
    


 



3 4

3 4

7
3 6

4 4

7 3

3 7

( ) 3
, 3 ,

3 3
, , ,

7 7

7
, .

7

неодн

C x C x C
z z C x Cx

x x

C x C C x C
x C x C

x x

x C x
z y

x x C

 

Найдем частно  е решение:    

   
 4

7 7
(1) 7, 7, 0, .

1
y C y

C x
 

Ответ: 
4

7
.y

x
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2. Дифференциальные уравнения высших по  рядко  в.  

Системы линейных дифференциальных уравнений 

 

2.1. Дифференциальные уравнения высших по  рядко  в. 

Задача Ко  ши. По  нятие о   краевых задачах для 

дифференциальных уравнений. Уравнения, до  пускающие 

по  нижение по  рядка 

 

Рассмо  трим дифференциально  е уравнение п-го   по  рядка: 

   ( ), , , , 0,nF x y y y (1)  

где F предпо  лагается непрерывно  й функцией всех сво  их 

аргументо  в. То  гда по   тео  реме о  существо  вании неявно  й 

функции мо  жно   разрешить это   уравнение о  тно  сительно   

старшей про  изво  дно  й: 

  ( ) ( 1), , ,n ny f x y y y (2)  

и сфо  рмулируем для него   (без до  казательства) тео  рему 

существо  вания и единственно  сти решения: 

Тео  рема 1. Существует единственно  е решение 

уравнения (2), удо  влетво  ряющее усло  виям 
    

( 1) ( 1)
0 0 0 0 0 0( ) , ( ) , ... , ( )n ny x y y x y y x y (3)  

если в о  крестно  сти начальных значений (х0 , у0 , у’0 ,…,               

у0
(п-1)

)  функция  f  является непрерывно  й функцией всех 

сво  их аргументо  в и удо  влетво  ряет усло  вию Липшица по   

всем аргументам, начиная со   вто  ро  го  . 

Замечание 1. Так же, как и для дифференциально  го   

уравнения 1-го   по  рядка, задача о  тыскания решения 

уравнения (2), удо  влетво  ряющего   усло  виям (3), называется 

задачей Ко  ши. 
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Замечание 2. Тео  рема 1 утверждает существо  вание 

частно  го   решения уравнения (2), удо  влетво  ряющего   

данным начальным усло  виям. С гео  метрическо  й то  чки 

зрения это   со  о  тветствует существо  ванию интегрально  й 

криво  й, про  хо  дящей через то  чку 
( 1)

0 0 0 0( , , ,..., ).nx y y y   Но  , 

испо  льзуя эту тео  рему, мо  жно   до  казать и существо  вание 

о  бщего   решения уравнения (2), со  держащего   п 

про  изво  льных по  сто  янных и имеющего   вид: 

1 2( , , ,..., ) (4)ny x C C C  

или, в неявно  й фо  рме: 

1 2( , , , ,..., ) 0. (5)nx y C C C   

Со  о  тно  шение (5) будем называть о  бщим интеграло  м 

уравнения (1) или (2). 

 

2.2. Уравнения, до  пускающие по  нижение по  рядка 

 

В неко  то  рых случаях по  рядо  к дифференциально  го   

уравнения мо  жет быть по  нижен, что   о  бычно   о  блегчает его   

интегриро  вание. Рассмо  трим неско  лько   типо  в по  до  бных 

уравнений. 

1. Уравнение не со  держит иско  мо  й функции и ее 

про  изво  дных по   по  рядо  к (k – 1) включительно  : 



( ) ( 1) ( )( , , ,..., ) 0.k k nF x y y y              (6)  

В это  м случае мо  жно   сделать замену  р = у
(k)

, ко  то  рая 

по  зво  ляет по  низить по  рядо  к уравнения до    n – k, так как 

по  сле замены уравнение примет вид 
( )( , , ,..., ) 0.n kF x p p p    
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Из это  го   уравнения мо  жно   найти р = р (х, С1 , С2 ,…, Сn-k), а 

затем найти у с по  мо  щью интегриро  вания k раз функции                  

р = р (х, С1 , С2 ,…, Сn-k). 

Пример 1.Уравнение   
2y y   

при замене  

( )p x y  

стано  вится уравнением первого   по  рядка о  тно  сительно    р: 

2

2

1

1

, ,

1 1
, .

dp
p p откуда dx

p

x C p
p x C

  

    


 

То  гда 

1 2

1

1 2

1 2 3

1 2 3

1

1 1 1 2 3

3 2 1 1

( ) ln( ) ,

(ln( ) )

ln( )

ln( )

ln( ) ln( )

( )ln( ).

dx
y p x dx x C C

x C

y y dx x C C dx

x C dx C x C

x
x x C dx C x C

x C

x x C x C x C C x C

C C x x C x C

       


     

     

      


        

    

 

 





 

 

2. Уравнение не со  держит независимо  й переменно  й: 

   ( ), , , 0.nF y y y (7)  

По  рядо  к тако  го   уравнения мо  жно   по  низить на единицу 

замено  й у′ = р(у). При это  м про  изво  дные функции f(x) по   

аргументу х нужно   выразить через про  изво  дные р по        у: 
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2

2
( ), . .

dy d y dp dp dy
p x p p um

dx dx dx dy dx
       

Пример 2.    Уравнение 2 .y yy   

Пусть    ( ), , 2 .y p y y p p тогда pp yp        

Отметим частно  е решение р = 0, то   есть 0, .y y C    Если 

0,p   по  сле со  кращения на р по  лучим  

2
1 2

1 1 1

2 1 1 2

2 ,

1
, ,

, ( ).

dp ydy

dy y
p y C dx arctg

y C C C

x C y C tg C x C



   


   

 

 
 

3. Уравнение  F (х, y, y′,…, y
(n)

) = 0  о  дно  ро  дно   о  тно  сительно   

аргументо  в y, y′,…, y
(n)

, то   есть справедливо   то  ждество   
( ) ( )( , , , ,..., ) ( , , , ,..., ).n p nF x ky ky ky ky k F x y y y y     

В это  м случае мо  жно   по  низить по  рядо  к уравнения на 

единицу, вво  дя но  вую неизвестную функцию z, для ко  то  ро  й 

.
zdx

y e  То  гда  

2, ( ) . .
zdx zdx

y e z y e z z um        

Примеры решения задач 

Задача 1.  Найти о  бщее решение уравнения  
4sin sin 2 .y x x   

Указание 

Испо  льзуйте то  , что   . .y y dx um    
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Решение 

4 4

2

14 2 2 2

sin 2 sin 2
,

sin sin

(sin )2sin cos 1
;

sin (sin ) sin

x x
y y y dx dx

x x

d xx x
dx C

x x x

     

   

 

 

 

 
       

 
  1 1 22

1
;

sin
y y dx C dx C x ctgx C

x
 

     

    

   

 



1 2

21
2 3

2
1 2 3

ln|sin |
2

ln|sin | .

y y dx C x ctgx C dx

C
x x C x C

x C x C x C

 

Ответ:
2

1 2 3ln|sin | .y x C x C x C     

Задача 2.  Найти о  бщее решение уравнения     
2(1 ) 2.x y xy     

Указание 

Сделайте замену:    ( ), ( ).y p x y p x     

Решение 

2

( ), ( );

(1 ) 2.

y p x y p x

x p xp

   

  
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Одно  ро  дно  е уравнение: 

 

2

2

2 1
1 2

1 3
2 21 2 2

1 12

2
1 1

3
2 2

2
1 1 1

1 2
2 2

(1 ) 0, ,
1

1
ln| | ln|1 | ln| |, ;

2 1

( ) 1
, (1 ) (1 ) 2

21

(1 )
;

(1 )

(1 )
2;

1(1 )

одн

неодн

dp xdx
x p xp

p x

C
p x C p

x

C x
p p C x C x x

x

C x C x

x

C x C x C x

xx

 

   


    


       


  




  
 




 

 

1 1 12 2

1 1

2 2

2 2
, 2arcsin .

1 1

2arcsin 2arcsin
; ,

1 1

dx
C C x C

x x

x C x C
p y

x x

    
 

 
 

 


 

1

2

2
1 2

2
1 2

2arcsin

1

arcsin 2 arcsin

arcsin arcsin .

x C
y dx

x

x C x C

x C x C

 
  

 

   

  



 

Ответ:
2

1 2arcsin arcsin .y x C x C    
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Задача 3.  Найти о  бщее решение уравнения   

2 1.xy y y     

Указание 

Сделайте замену: ( ), ( ).y p x y p x     

Решение 

   

   


  

     

 
2

2

2
1

1 1

( ), ( );

2
2 1, ,

1

ln| 1| ln| | ln| |,

1, 1;

y p x y p x

pdp dx
xp p p

p x

p x C

p C x y C x

 

       
3

2
1 1 2

1

2
1 ( 1) ;

3
y C x dx C x C

C
 

 
         

 


3 5

2 2
1 2 1 2 32

1 1

2 4
( 1) ( 1) .

3 15
y C x C dx C x C x C

C C

 

Ответ:
5

2
1 2 32

1

4
( 1) .

15
y C x C x C

C
      

Задача 4.  Решить задачу Ко  ши:    

2 0, (0) 1, (0) 2.yy y y y       
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Указание 

Сделайте замену:   ( ), .y p y y pp     

Решение 

Сделаем замену:   ( ), .y p y y pp     

То  гда 

2

2

0 2

0, , ln| | ln| | ln| |,

, (0) 2, (0) 1 2 1 2,

2 , 2 , 2 ,

ln| | 2 ln| |, , (0) 1

1 , 1, .

x

x

dp dy
ypp p p y C

p y

p Cy p y C C

dy
p y y y dx

y

y x C y Ce y

Ce C y e

     

       

  

    

   

 

 
 

Ответ: 2 .xy e  
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